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Introduction 

La geometric algebrique sur un corps F consiste a etudier les varietes algebriques 
sur F (c'est-a-dire principalement les objets geometriques definis dans des espaces 
projectifs par des systemes d'equations polynomiales a coefficients dans F) et les 
morphismes ou plus generalement les correspondances qui les relient. 

Si £ est un nombre premier different de la caracteristique de F, Grothendieck 
a associe a toute variete algebrique V sur F ses espaces de cohomologie ^-adique 
H^{V fS) FjQi), < I' < 2 dim]/, qui sont des representations du groupe de Galois 
Gf de F continues et de dimension finie sur Q^. Quand le corps F est de type fini 
sur Q ou Fp = Z/pZ, la theorie conjecturale des motifs de Grothendieck et les con- 
jectures de Tate prevoient qu'il devrait etre possible de remonter des representations 
^-adiques de Gf aux varietes projectives lisses sur et a leurs correspondances si 
bien que la connaissance de celles-ci serait essentiellement equivalente a celle des 
representations £-adiques irreductibles de Gf- 
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Cette perspective pose de fagon cruciale la question de dresser la liste de toutes 

les representations £-adiqucs irrcductibles de Gp- Quand F est un "corps global", 
c'est-a-dire une extension finie de Q ou bien le corps F{X) des fonctions rationnelles 
d'une courbe X projective lisse sur un corps fini, Langlands a conjecture que les 
representations irrcductibles de dimension r de Gp sont parametrees naturellement 
par les representations automorphes cuspidales de GL^ sur F. 

L'expose est consacre a la preuve de la correspondance de Langlands dans le 
cas des corps de fonctions F = F(X). Un role central y est joue par la formule des 
traces d'Arthur-Selberg que la theorie des chtoucas de Drinfeld permet d'interpreter 
geometr iquement . 

1. L'enonce de la correspondance de Langlands 

On considere done une courbe X projective, lisse et gconietriqucmcnt connexe 
sur un corps Vq kq elements. On note F = F{X) le corps des fonctions rationnelles 
sur X et \X\ I'ensemble des points fermes de X. Pour x & |X|, on note Kx son corps 
residuel et deg(a;) la dimension de sur F^. 

1.1. Representations galoisiennes ^-adiques 

On note Gp le groupc de Galois do F, c'cst-a-dirc le groupc des automor- 
phismes d'une cloture separable F de F. C'cst un groupc profini. 

Soit £ un nombre premier different de la caractcristiquc dc ¥q. 

Une representation i?-adique a de Gp est une representation continue ct de 
dimension finie sur Qi qui est definie sur une extension finie de et provient d'un 
faisccau ^-adique lisse (ou "systeme local") sur un ouvert non vide de X. On dit 
que a est non ramifiee cn un point a; € \X\ si x est dans le plus grand ouvert oii a 
est un systeme local. Dans ce cas, la fibre ax de ct en a; est une representation du 
groupe de Galois de Kx lequel est engendre par I'automorphisme Frobx d'elevation 
a la puissance q'^'^six) pent poser 

L,(CT,r) = det^Jf - T ■ Frob-i)-i . 

Pour tout entier r > f , on note {ct}^ I'ensemble des classes d'isomorphie de 
representations £-adiques irreductibles de dimension r de Gp dont le determinant 
est d'ordre fini. 

1.2. Groupes adeliques et algebres de Hecke 

Tout point X G \X\ induit sur F la valuation 

deg^ : F^ i— > Z / i— > deg^(/) = I'ordre d'annulation de / en x. 

On note Fx le corps complete de F en a; ; il contient comme sous-anneau d'entiers 
Ox = {fx e Fx I degxifx) > 0} qui est compact. 

L'anneau A des adeles de F est le produit "restreint" JJ Fx des families 

xe\x\ 

fx & Fx, X G \X\, telles que fx S Ox pour presque tout x (c'est-a-dire tout x sauf 
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un nombre fini). II contient comme sous-anneau compact des entiers Oa = H 

Ox = lim Oat, oii dccrit I'cnsemble des "niveaux" c'est-a-dire des sous-schemas 

N 

fermes finis = Spec On ^ X. 

L'anneau A contient F comme sous-groupe additif discret cocompact et le 
noyau A^*^ de I'homomorphisme 

deg : AX ^ Z (/,) ^ des(^) deg.(/x) 

xe\x\ 

contient comme sous-groupe discret cocompact. 

Pour tout entier r > 1, le groupe topologique GLr{Fx) [resp. GLr(A) = [J 

GljriFx)] a unc mcsurc dc Haar dg^ [rcsp. dgt^ = Y\<dgx\ qui attribue le volume 1 
au sous-groupe ouvert compact maximal = GLr{Ox) [resp. K = GLr(OA) = 
H-f^x]- L'algebre de Hecke est I'algebre de convolution W!^ [resp. W = des 
fonctions localcmcnt constantcs a support compact sur GLr{Fx) [resp. GLr(A)]. 
EUe est reunion filtrante des sous-algebres ^ [resp. = ® J\ des fonc- 
tions bi- invar iantes par les sous-groupes ouverts d'indice fini -fCjv.x = Ker(i^j; — > 
GL^(C»Ar)) [rcsp. Kn = UKn,x = Kev{K GL^(e>iv)]. Chaque WJ^.x [resp. W^v] 
a une unite IIjv,x [resp. IIjv = (S) IIjv,x]- 

On s'interesse aux representations "lisses admissibles irreductibles" de GLr(-Fx) 
[rcsp. GLr(A)]. Cc sont Ics modules simples tt^ sur HI. [rcsp. tt sur W] qui sont 
reunions filtrantes des tTx ■ ^n,x [resp. tt • Ejv] supposes de dimension finie. Chaque 
TTx • Hiv.x [resp. TT • Ijv] est un module sur ^ [resp. W]^], et s'il n'est pas nul il est 
simple et caractcrisc tt^ [rcsp. tt]. L'unitc ^ dc l'algebre dc Hecke "sphcriquc" 
Tig ^ est la fonction caracteristique de = Ghr{Ox); quand tTx ■ 20, x 7^ 0) on dit 
que TTx est "non ramifiee" . Enfin, les representations lisses admissibles irreductibles 

de GLr(A) sont celles de la forme tt = tt^; oii les ttx sont des representations 

xe\x\ 

lisses admissibles irreductibles des GLr{Fx) presque toutes non ramifiees. 

Theoreme (Satake). — L'algebre spherique Tt^ ^ est commutative et isomor- 
phe a l'algebre des polynomes symetriques en Zi, Z^^ , . . . ,Zr, Z^^ . 

Par consequent, une representation lisse admissible non ramifiees irreductible 
TTx de GLr{Fx) est caracterisee par r scalaires non nuls z\{'Kx), • • • , Zr{'Kx) (appeles 
valeurs propres de Hecke) bien definis a I'ordre pres ou par 

r 

h{-Kx,T)=J{{l-T-Zi{^x)-^)-\ 

i = l 

Et si TT = (gjTTx est une representation lisse admissible irreductible de GLr(A), 
hxi-K-T) = Ij{'Kx,T) est defini deja en tout x oh ttx est non ramifiee, done en 
presque tout x. 
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1.3. Representations automorphes cuspidales et decomposi- 
tion spectrale de Langlands 

Pour tout entier r > 1, GLr(-F) est un sous-groupe discret de covolume fini 
(mais non cocompact si r > 2) dans GLr(A)'^ = Ker(GLr(A) Z). La 

theorie automorphe consiste a etudier le quotient 

GL^(F)\GL^(A) 

via I'espace de ses fonctions muni de Paction de W par convolution a droite. 

Considerons d'abord I'espace des fonctions tf sur GLr(A) qui sont localement 
constantes, a support compact, invariantes a gauche par GLr{F) et verifient (p{ag) = 
ip{g), Vg, pour un certain a G de degre 7^ et la condition de "cuspidalite" 

/ Lp{np g) ■ dnp = , V g G GLr{A) , VP^GL^, 

Jnp{F)\Np{A) 

oh P (Iccrit ronscmblc dcs sous-groupcs paraboliqucs standard do GL^, Np designe 
le radical unipotent de P et dnp unc mcsure de Haar sur Np{A). 

II s'ecrit comme une somme directe de representations lisses admissibles irreduc- 

tibles de GLr(A) appelees les representations automorphes cuspidales. On note {n}r 
leur ensemble. Chaque n £ {T^}r a un caractere central Xv d'ordre fini. 

On doit aussi introduire les paires (Q, tt) constituees d'un sous-groupe paraboli- 
que standard Q ^ GL^ associe a une partition r = ri + ■ ■ ■ + rk, avec pour sous- 
groupe dc Levi Mq = GL^i x • • • x GL,.^ , ct d'une representation irroductiblc tt de 
Mq (A) qui est le produit tti (g) . . . ® TTfc de representations automorphes cuspidales 
7ri,...,7rfc de GL^^ (A), . . . , GL^^ (A). 

Deux paires {Q, n) et {Q', tt') sont dites equivalentes s'il existe une permutation 

(7 cchangcant les factcurs dc Mq = GL^j x . . . x GL^j. et dc Mq' ct \m caractere A 
de Mq(A) "non ramifie" c'est-a-dire se factorisant a travers I'homomorphisme 

GL^, (A) X ... X GL^, (A) (A^ )'= ^ Z'= 

tels que tt' = cr(A tt). On choisit un representant {Q,tt) dans chaque classe 
d' equivalence. 

Soit a e A^ un adele inversible de degre non nul. L'espace de Hilbert 
L'^{GLr{F)\GLr{A)/a^) des fonctions de carre integrable sur GL^(F)\ GL^(A)/a^ 
est muni d'une action de I'algebre de Hecke par convolution a droite. Le 
theoreme fondamental de la theorie des fonctions automorphes decrit sa decomposi- 
tion comme somme de representations irreductibles : 
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Theoreme de decomposition spectrale de Langlands. - On a 



L^{GLr{F)\GLr{A)/a^) = tt 




e [s 



somme continue de representations 



irreductibles construites a partir de {Q, tt) 
via la theorie des series d'Eisenstein]. 



Nous enongons ici ce theoreme en termes tres vagues. En effet, on a seulement 
besoin de savoir pour la suite que les representations automorphes cuspidales de 
GLj. apparaissent dans la somme et que tout le reste provient des rangs < r. 

1.4. La correspondance de Langlands sur les corps de fonc- 



On choisit un isomorphisme algebrique entre et C. 

Avec Langlands, disons qu'une representation automorphe cuspidale tt de GL^. 

ct unc representation ^-adiquc a dc Gp irrcductiblc de dimension r se correspondent 
si, en tout x € \X\ ou tt est non ramifiee, a est non ramifiee et 



Theoreme. - Pour tout entier r >1, cette correspondance definit une bijec- 

tion 



Le cas r = 1 est la theorie du corps de classes global pour F = F{X). 

Le cas r = 2 a ete demontre par Drinfeld au debut des annees 70 en inventant 
les chtoucas et etudiant ceux de rang 2. 

Le cas r > 3 a ete demontre par I'auteur il y a deux ans en etudiant les 
chtoucas de Drinfeld de rang r. 

On sait que risomorphismc dc Satake s'ctcnd cn imc "correspondance do Lan- 
glands locale" qui, pour tous les corps F^ localises de F = F{X) en les points 
X & \X\,B. ete demontree il y a dix ans par Laumon, Rapoport et Stuhler en etudiant 
la cohomologic ^-adiquc des varictcs modulaircs dc "P-faisccaux cUiptiqucs" . EUe 
fait se correspondre les representations £-adiques de dimension r du groupc dc Galois 
Gp^ de Fx et les representations lisses admissibles irreductibles de GLr{Fx)- 

La correspondance globale du theoreme ci-dessus est compatible avec la cor- 
respondance locale au sens que si tt G {tt},- et ct G {<y}r se correspondent au sens 
global, alors en tout point a; G \X\ (y compris ceux oil il y a ramification), le facteur 
local TTx de TT en a; et la restriction CTx de cr a Gf^ se correspondent au sens local. 



tions 



L^(f7,T) =L^(7r,T). 



TT I— > CT, 



a t-f-TTa- 
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2. Formule des traces d'Arthur-Selberg et chtou- 
cas de Drinfeld 

On va commencer a expliquer la demonstration de la correspondance de Lan- 

glands cn rang r. La premiere chose importante a dire est qu'elle se fait par 
recurrence. On suppose r > 2 et la correspondance deja connue en tous les rangs 
r' < r. 

2.1. Des representations galoisiennes vers les representations 
automorphes 

Pour a € {a}r, I'unicite de tTo- S {ttI^ lui correspondant au sens de Langlands 
resulte du "theoreme de multiplicite 1 fort" de Piatetski-Shapiro qui dit qu'une 
representation automorphe cuspidale dc GL,. est caracterisee par la connaissance 
de ses valeurs propres de Hcckc cn prcsquc tout x € \X\. 

Quant a I'existence dc tTo-, il est conmi depuis les annees 80 (avec la "formule 
du produit" dc Laumon) qu'elle resulte de la correspondance de Langlands en les 
rangs r' < r. Rappelons comment : 

La thcoric des moclcles dc Whittaker permet d'associer a a une representation 
lissc admissible irrcductiblc tt de GL^ qui, en tout x o\i a est non ramifiee, est non 
ramifiee et vcrific L-,. (tt, T) = {(j,T), et qui est realisee dans un espace de fonctions 
If sur Pi{F)\ GLr(A), oii Pi $1 GL,. dcsigne le sous-groupe parabolique standard de 
type r = (r — 1) + 1. Lc probleme est de montrer que toutes ces fonctions sont 
invariantes a gauche par GLr(-F') tout entier. 

D'apres les "theoremes reciproques" de Hecke, Weil (pour GL2) et Piatetski- 
Shapiro (pour GLr, r > 3), c'est equivalent a montrer que pour tout r' < r et toute 
representation automorphe cuspidale tt' e {n}r' , la fonction L globale 

L(a X 7r',T) 

est un polynome qui vcrifie unc ccrtaine equation fonctionnellc. 

Or, d'apres I'hypothese de recurrence, tt' correspond a une representation ga- 
loisienne a' G {(T}r' et on peut ecrire 

L(crX7r',T) = L(cr®cr',T). 

Comme on est sur un corps de fonctions F = F{X), on salt grace a Grothendieck 
qu'une telle fonction L galoisienne L(f7 (g) a',T) est un polynome et verifie une 
equation fonctionnellc induite par la dualitc dc Poincarc sm la combe X. II faut 
encore verifier que la constante dans I'equation fonctionnelle est celle qu'on veut et 
ceci est la formule du produit de Laumon. 

2.2. Quotients adeliques et fibres vectoriels sur la courbe 

Les differentes approches geometriques de Drinfeld pour le programme de 
Langlands sur les corps de fonctions sont fondees sur la remarque suivante d'Andre 
Weil : 
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Lemme. - Le quotient double GLr(-F)\ GLr(A)/ii' s'identifie a, Vensemhle des 

classes d'isomorphie de fibres vectoriels de rang r sur la, courbe X . 

Plus generalement, si Q K = GLr(OA) est le sous-groupe ouvert associe 
d un niveau N ^ X, GLr{F)\GLr{A)/KN s'identifie a I'ensemble des classes 
de fibres £ de rang r sur X munis d'une structure de niveau N c'est-d-dire d'un 
isomorphisme £ 'E)Ox = £n Cx- 

Autrcment dit, GLr(F)\ GLr(A)/_ft' est I'ensemble des points a valeurs dans 
Fg du champ Vec^ des fibres vectoriels de rang r sur X. 

Cette identification a permis a Drinfeld de construire I'application u tto- en 
rang r = 2 d'une facon purcmcnt gcomctrique, construction qui, dans le cas non 
ramifie {N = 0), a ete progressivement generalisee en rang r arbitraire par Laumon, 
Kazhdan, Prenkel, Gaitsgory, Vilonen. 

On part d'une representation ^-adique partout non ramificc a e {ct},. qu'on 
voit comme un systeme local sur X suppose absolument irreductible. En reinterpre- 
tant geometriquement la construction des modeles de Whittaker, on lui associe un 
certain complexe Aut^ de faisceaux ^-adiques sur le champ Vec"^ des fibres £ de 
rang r sur X munis d'un plongement ^ £ Au fibre inversible canonique de X. 
Le quotient Pi{F) \ GLr(A)/if s'identifie a I'ensemble des points a valeurs dans Fg 
d'un certain ouvert do Ved^ ct la fonction ip qui associe a tout tel point la somme 
alternee des traces de I'element de Frobenius agissant sur la fibre de Aut^ en ce 
point est celle associee a a par la theorie classique des modeles de Whittaker. Le 
problcme est de montrer que Aut^ "se descend" par le morphisme Ved^ —> Vec'" 
d'oubli des plongements de c'est-a-dire qu'il est I'image reciproque d'un certain 
faisceau pervers Autcr sur Vec^. Or il y a un grand ouvert de Vec^ au-dessus duquel 
le quotient de Vec/^ par Gm est un fibre projectif. Comme Ics cspaces projcctifs sont 
simplement connexes, la descente se fait automatiquement si Ton salt que la restric- 
tion de Aut^ au-dessus de cet ouvert est un systeme local (G,„-6quivariant). Frenkel, 
Gaitsgory et Vilonen ont montre que cette propriete resulte de I'annulation de cer- 
tains foncteurs cohomologiques dits "de moyennisation" et Gaitsgory a recemment 
demontre cet enonce d'annulation par des arguments purement geometriques. 

On voit que cette demonstration de I'existcnce de I'application <j tTo- est 
profondcment difFcrcnte de ccUe du paragraphc precedent car ici la descente repose 
sur la simple connexite des espaces projectifs et non plus sur les proprietes des 
fonctions L deduites de I'existence des applications n' i— > cr,r' en rangs < r. 



2.3. La formule des traces d'Arthur-Selberg 

On veut aborder maintenant la construction de I'application tt cTtt- L'unicite 
des (7^ correspondant aux w G {Tr}^ resulte du theoreme de densite de Chebotarev. 

Pour Texistcncc, il faut commcnccr par avoir une prise sur I'ensemble {7r}r. 
Une telle prise est fournie par la formule des traces d'Arthur-Selberg que nous 
rappelons : 

L'image (p*h d'une fonction (p s L^(GLr(-F)\ GLr(A)/a^) par convolution par 
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h gW est donnee par 

i'P * h){g') = / Kh,G{g', g) f{g) ■ dg 

JGhr{F)\Ghr{A)/a^ 

ou 

Kh,g{9',9)= E h{g-'ja^g'). 

Pour r > 2, le quotient GLr{F)\GLr{A)/a^ a certes un volume fini mais il n'est 
pas compact si bien que I'action de /i e W n'a pas de trace au sens que Fintcgrale 

"Tr(/i)" = / Kh,G{9,9)-dg 

JGhr{F)\Ghr{A)/a^ 

diverge en general. II resulte du theoreme de decomposition spectrale de Langlands 
que le noyau Kh^c s'ecrit naturellement 

Kh,g= E Kg+T.<g 

^SU}r (Q,7r) 

XivM = 1 

et il faut preciser que le probleme de divergence provient des Q = GL^. 

Pour cette raison, on introduit les troncatures d'Arthur : 

Pour tout sous-groupe parabolique standard P ^ G, Taction de h sur 

L'^{P{F)\GLr{A)/a^) a un noyau 

{g',g)^Kf,,p{g',g)= ^ h{g-'ja^g') 

1 € P(F) 
n€Z 

qui se decompose naturellement en une somme 

Kh,p = E <P 

oil n'apparaissent que les Q tels que Mq C Mp a permutation pres des facteurs. 

On considere un polygone de troncature, c'est-a-dire une fonction convexe 
p : [0,r] — > ]R+, s'annulant en et r et affine sur chaque intervalle [r' — l,r'], 
< r' <r. On pose 

Kf^^{g,g)=K^,G{9,9)+ E (-1)"^'"' E Ki^9) KHASg,Sg) 

P£GLr = G 5eP{F)\G{F) 

oil \P\ dcsignc Ic nombrc do facteurs de chaque Mp ct Hp est unc fonction ca- 
racteristique (prenant les valeurs 1 ou 0) sur P(F)\G{A) qui depend du polygone 
de troncature p. Puis on pose 

Tr^^W= / K^^ai9,9)-dg. 

JG{F)\G{A)/a^ 
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On definit aussi des Tr^^^(/i) par des sommes alternees et integrales semblables a 

partir des K^p{-. ■). 

Comme consequence du theoreme de decomposition spectrale de Langlands, 
on montre : 

Theoreme (formule des traces d'Arthur-Selberg). - Toutes ces integrales 
convergent et on a 



On voit done que dans Tr-^(/i) apparaissent toutes Ics traces Ti.,r{li} plus 
d'autres termes (qui peuvent etre explicites). Ceux-ci sont tres compliques, ils 
dependent du polygene de troncature p et ils ne sont pas invariants par conjugaison 
de h mais Ic plus important est qu'ils proviennent des rangs < r. 

Un autre point important est que les troncatures d'Arthur trouvent un sens 
geometrique dans T equivalence de Weil : 

Proposition. - Si le polygene de troncature p : [0, r] — >■ M-|- est "assez con- 
vexe" [c'est-a-dire si les differences de pentes \p(r') —p{r' — 1)] — \p{r' + 1) —p{r')], 

< r' < r, sont assez grandes) en fonction de h, alors pour tout g G G{F)\G{A) 
auquel est associe un fibre £ de rang r sur X , on a 

{Kh,G{,9-,g) si poly gone canonique de Harder- Narasimhan 
de £ est < p, 
sinon. 



2.4. Les chtoucas de Drinfeld 

Pour etre exploitee, la formule des traces d'Arthur-Selberg a besoin d'etre 

combincc avcc autre chose. Les chtoucas de Drinfeld vont permcttre de hii donner 
une interpretation geometrique et de la une interpretation cohomologique via le 
theoreme des points fixes de Grothendieck-Lefschetz. 

Le problcme est de construire des representations ^-adiques a-rr de Gf- En 
geometrie algebrique, on pent construire des representations galoisiennes en definis- 
sant des varietes sur F (ou sur X ou, comme il va se produire, sur X x X) et 
en prenant leur cohomologie ^-adique (ou celle de leur fibre gcncrique). Dans 
notre situation, il faut bien sur que ces varietes aient un rapport etroit avec les 
representations automorphes et done avec le quotient GLr{F)\ GLr(A). 

Revcnant a I'cquivalence de Weil, on remarque que se donner un fibre sur X 
equivaut a se donner un fibre £ sur X = X Fg muni d'un isomorphisme avec 
son transforme '^£ = (Idjf (8>Prob)*£ par I'endomorphisme de Probenius. Drinfeld 
a decouvert qu'en autorisant cet isomorphisme £ = '^£ h avoir un pole et un zero, 
on definit un probleme de modules dont le classifiant repond a la question posee : 

Definition (Drinfeld). (i) Un chtouca de rang r a valeurs dans un schema 
S {sur le corps de base Fg) consiste en 
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• un fibre £ localement libre de rang r sur X x S, 

• une modification de £ c 'est- a- dire un diagramme 

£^£' ^ £" 

oil £\ £" sont des fibres sur X x S et oil j, t sont des plongements dont les conoyaux 
sont supportes par les graphes de deux morphismes oo, : 5 — > X et sont inversibles 
comme faisceaux coherents sur Os, 

• un isomorphisme (Idx x Frobs)*f = ^£ --^ £" ■ 

(ii) Une structure de niveau N ^ X sur un tcl chtouca {dont le pole oo et le 
zero evitent N) est un isomorphisme £ <E)Oxxs OnxS = £n — > ^nxS compatible 

avec I 'isomorphisme '^£n — — > £n- 

Quand S varie, les groupoides de chtoucas de rang r [resp. et avec struc- 
tures de niveau A''] constituent un champ Cht'^ [rcsp. Cht^] dont on montrc qu'il 
est algebrique au sens de Deligne-Mumford et localement de type fini. Voici les 
principales proprietes de ces champs modulaires : 

• D'associer a tout chtouca son pole et son zero definit un morphisme 

(oo, 0) : Cht'' ^XxX [resp. ChtJv {X - N) x {X - N)] 
qui est lisse de dimension relative 2r — 2. 

• Chaque ChtJ^ est representable fini etale galoisien de groupe GLr(Ojv) au-dessus 

de Cht'' xxxx{X - N) x {X - N). 

• Chaque Cht^ est muni d'une action du groupe F^\A^ et d'une action par cor- 
respondances finies etales de la sous-algebre de Hecke W^. 

On s'interesse aux espaces de cohomologic £-adique a supports compacts 
iJ^(Cht^ /a^), < < 2(2r - 2), des Cht^ /a^ au-dessus du point generique 
Spcc_F^ dc X x X. lis sont munis d'une double action du groupe dc Galois Gp'^ 
et des algebres H^. Notre but va etre de les calculer au moins partiellement et de 
montrer qu'ils realisent I'application tt i— > CTtt- 

Chaque Cht^ /a^ n'a qu'un nombre fini de composantcs conncxcs (cc qui 
correspond au fait que le volume de GLr{F)\ GLr(A)/a^ est fini) mais il n'est pas 
de type fini (de meme que GLr(F)\ GLr(A)/a^ n'est pas compact), ses espaces 
dc cohomologic ^-adiquc sont dc dimension infinic (dc memo que la decomposition 
spectrale de L'^{GLr{F)\GLr{A)/a^) fait apparaitre des sommes continues) et les 
correspondances de Hecke composees avec les elements de Probenius ont une infinite 
de points fixes (dc memo que les integrales "Tr(ft,)" divergent). 

Pour surmonter cette difficulte, on considere a nouveau un poly gone de tron- 
cature p : [0, r] — > 1R+ et on demande aux chtoucas que leur polygone canonique 
de Harder-Narasimhan (qui se definit facilement car un chtouca est un fibre muni 
d'une structure supplementaire) soit < p. Cela definit des ouverts Cht^^ - ^ dans 
les Cht^ dont les quotients par sont de type fini (de meme que les integrales 
Tr-^(/i) convergent). 
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Une fonction h € contient en facteur la fonction caracteristique TLy de 

Ghr (Oy) dans Ghr{Fy) en presque tout y G \X\. On considere un point ferme x de 
{X — N) X {X — N) dent les deux projections cx), G \X\ sont distinctes et verifient 
cette propriete, et un multiple s = deg(oo) s' = deg(0)w' de deg(a;). Le compose 
h X Frob** a dans la fibre dc Cht^^-^/a^ au-dcssus dc n'importe quel point de 
(X X X)(¥q) supporte par x un nombrc fini dc points fixes note 

Lef,(/i X Frob^ Cht''/-P /a^) . 

En utilisant une description adelique des points fixes (rcndiic possible par la pro- 
ximite des chtoucas avec le quotient GLj.(F)\ GLr(A)) ct Ic calcul des integrales 
orbitales des fonctions spheriques et Hq sur GLr(Foo) et GLr(Fo) dont les 
transformcs dc Satakc sont les polynomes symctriqucs cf * 2 ' {Zi'^ + ■ • • + ) 

et {Zi + • • • + ), on relie ce nombre a la trace tronquee Tr-^(/i') de la 

fonction h' deduite de h en remplagant les facteurs Hoo ct Ho par h'^ et Kq . Par 
combinaison avec la formule des traces d'Arthur-Selberg, on obtient : 

Theoreme (comptage des points fixes). - Dans la situation ci-dessus et 
si p est assez convexe et deg(oo), deg(O), s sont assez grands en fonction de h, on 
a 

1 

- ^ Lef(PVob^ ,M.)(x)(/i X Frob^Cht7^ 
■ fe = i 

= q^''-'^' Yl Tr,W(-^i('roo)-^'+--- + ^r(7roo)-^') 

X7r(o) = l 

+ autres termes oii apparaissent les valeurs propres de Hecke en 00 et des 
representations automorphes cuspidales des GL^^ x • • • x GL^^, 
ri H h rfe = r. 

Si dans cette formule il n'y avait que le terme principal et si on disposait sur 
Cht^^ /a^ d'un theoreme des points fixes de Grothendieck-Lefschetz interpretant 
ces nombres comme la trace sur la cohomologie d'une action des h x Frob""^ deg(x) 
(en notant Frob^; G Gp2 un element de Frobenius en x) , on aurait une representation 
de X Gp2 qui se decomposerait necessaircmcnt cn 

(tT • lljv) ® K ^ <T,r] (1 - r) 

et on aurait construit I'application cherchee tt 1-^ a^^- 

Mais le terme principal n'est pas seul, il y a aussi des termes complement aires 
qui dependent dc p ct font apparaitrc les representations automorphes cuspidales cn 
rangs < r, et surtout il n'y a meme pas d'action de TiJ^ car les correspondances de 
Hecke de ChtJ^ /a^ ne stabilisent pas les ouverts Cht^^ ja?' (ce qui correspond 
au fait que les traces tronquees Tr-^(/i) ne sont pas invariantes par conjugaison). 
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3. Donner un sens cohomologique au comptage des 
points fixes 

On vient de dire que les ouverts Cht^^ - ^ ja^ ne sont pas stabilises par les 
correspondancos dc Hcckc si bien qu'en dehors du cas h = Hat (c'est-a-dire de la 
seule action de Gp2) les nombres Leix{h x Frob**, Cht^^-^ /a^) n'ont pas a priori 
de sens cohomologique. On va voir qu'en fait il est possible de leur en donner un 
plus elabore. 

3.1. Compactifications 

On compactifie les ouverts tronques Cht^^-^/a^ pour retrouver des cor- 
respondances de Hecke qui agissent sur la cohomologie. On commence par le cas 
sans niveau : 

Pour tout polygone de troncature p assez convexe en fonction du genre de la 
courbe X, on construit un champ Cht'"'^-^ algebrique au sens d'Artin, dont les 
groupes d'automorphismes sont finis (mais ramifies), qui est muni d'une action de 
F^\A^ et d'un morphismc lissc sur X x X, qui conticnt Cht'"'^-^ commc ouvcrt, 
dont le bord est un diviseur a croisements normaux relatif et enfin dont le quotient 
par est propre (en particulier de type fini et separe) sur X x X. Les strates de 
bord Chtl:^-^ sont naturcUcmcnt indcxccs par les partitions r = {r = ri + ■ ■ ■ + rk) 

de rentier r. Si on distingue le degre d des chtoucas avec done Cht'^ = ]J Cht'^''', 
dez 

ChC'P^P = U ChT^^^ et Cht^^-^ = U Cht^'^'P^P, chaque Cht^'^'^^f est 
essentiellement de la forme 

Cht'-l,dl,P<Pl Cht''2,d2,P<P2 p^^j, . . . X;f,p,„b Cht'''"'^'"^^^'^ 

oudi, . . . et Pi, . . . ,Pk sont des degres et polygenes de troncatures qui se deduisent 
de d et p. La strate Chtp^-^ est munie d'un morphisme vers X x X''~^ x X oil le 
premier factcur X est Ic pole, Ic dernier factcur X est le zero et les A; — 1 facteurs 
X supplementaires sont appeles les degenerateurs. 

Toute fonction h induit une correspondance sur Cht^ /a^. On peut con- 

siderer sa trace dans (Cht'^'^ - ^ /a^)^ puis la normalisation de celle-ci sur (Cht""'^ - ^/ 

a^)^. Comme Cht'"'^-^/a^ est propre et lisse sur X xX, elle agit sur sa cohomolo- 
gie. 

Considcrons maintcnant un niveau N ^ X. La normalisation Cht^^^^/a^ 

de Cht^^/a^ Xxxx{X-N)x{X-N) dans Cht^^^^' /a^ contient Cht^^^ 
commc ouvert et elle est propre sur {X — N) x {X — N) mais elle n'est pas lisse 
ct I'auteur ignore comment resoudre ses singularites. Toutefois, en demandant que 
non seulement le pole et le zero mais aussi les degenerateurs evitent N, on dcfinit 

un ouvert Cht^^-^ /a^ de CWf-^/a^ qui contient strictement Cht^^-^' /a^, est 
lisse sur X x X et dont le bord est un diviseur a croisements normaux relatif. Les 
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correspondances de Hecke h G agissent sur sa cohomologie d'apres le theoreme 
suivant : 

Theoreme de stabilite globale. - Les correspondances de Hecke etendues 

par normalisation sur (Cht^^^' /a^f stabilisent Cht^^'^f /a^ au sens que leurs 
deux projections sur celui-ci sont propres. 

Ce resultat correspond sans doute au phenomene suivant dans la formule 

des traces d'Arthur-Selberg : Le defaut d'invariance par conjugaison des traces 
tronquees Tr-^(/i) se mesure par les derivees logarithmiques des operateurs d'entre- 
lacement de Langlands. Or ces operateurs sont des produits euleriens et leurs 
derivees logarithmiques sont des sommes sur tous les points x G \X\ Icsquels 
correspondent exactement aux valeurs possibles des degenerateurs. II n'y a pas 
d'entrelacement done pas d'instabilite d'un point de \X\ a un autre et en deman- 
dant au pole, au zero et aux degenerateurs d'eviter certains points dc \X\, on garde 
la propriete de stabilite globale que verifie automatiquement la compactification 
toute entiere Cht^^-''/a^. 

3.2. Cohomologie negligeable et cohomologie essentielle 

En resume, on a maintenant toutes les structures et informations qu'on 
pourrait souhaiter mais elles sont dispersees entre les differents objets Cht^/a^, 

CW/^P/a^ et Cht^^'/«^ : 

Sur Cht^ /a^, on a une action de I'algebre de Hecke mais la cohomologie 
est de dimension infinie et les ensembles de points fixes sont infinis. 

L'ouvert Cht^^-^/a^ est de type fini et on y a une formule de comptage 
des points fixes qui s'exprime en termes automorphes mais on a perdu Taction des 
correspondances de Hecke. 

Enfin, sur Cht^^-*' /a^ et sa cohomologie il y a a nouveau une action de 
chaque h G TVpf mais on ne donne pas de comptage des points fixes et surtout il n'y 
a pas d'action de I'algebre car la normalisation des correspondances de Hecke 
ne commute pas avec la multiplication. 

L'idee est de definir dans toute representation ^-adique de Gp^ (apres semi- 
simplification) une partie "negligeable" et une partie "essentielle", de fagon que 

les Cht^ /a^, Cht^^-^'/o,^ ot Clit^/'-'' /a^ aicnt memo cohomologie essentielle (ce 
qui permettra de rassembler sur celle-ci les informations dispersees dont on dispose) 
et que les traces des actions sur la cohomologie essentielle soient donnees par les 
termes principaux dans la formule de comptage des points fixes, ceux associes aux 
representations automorphes cuspidales tt € {7r}r de GL^. 

Or on s'attend a ce que les tt € {Tr}^ correspondent a des representations 
adiques de Gp irreductibles de dimension r. Quant aux termes complementaires 
dans la formule de comptage, ils sont associes aux representations automorphes 
cuspidales en rangs < r lesquelles correspondent, d'apres I'hypothese de recurrence, 
aux representations ^-adiques de Gp irreductibles de dimension < r. Cela dicte la 
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definition suivante (ou (t : Gp^ ^ Gp sont les deux homomorphismes induits 
par X X X =t X) : 

Definition. - Une representation i-adique irreductible de Gp2 est dite "r- 
negligeable" si elle est facteur direct d'une representation de la forme 

q'* a' <S> q"* a" 

avec a', a" deux representaMons de Gp irreductihles de rangs < r. 
Elle est dite "essentielle" sinon. 

3.3. Sepeiration et identification de la cohomologie essentielle 

Dans un premier temps, on oublie completement les correspondances de Hecke 
et on ne considere que I'action de Gp2 sur les differents espaces de cohomologie i- 
adique a supports compacts. On montre : 

Proposition. Pour tout niveau N ^ X, la cohomologie de Cht^ /a^ et des 

Cht]f-^/a^ et Ght^jf-^ /a^ {et la cohomologie d'intersection des GhCjf-^/a^ si 
N ^ %) ont la meme partie essentielle H^^. Elle est concentree en degre median 
V = 2r — 2 et pure de poids 2r — 2. Si x est un point ferme de {X — N) X (X — N) 
dont les deux projections oo,0 S \X\ sont distinctes et s = deg(oo) s' = deg(O) u' 
est un multiple de deg(a;), on a 

Trffj,=.(Frobr/''''^^"^) = q^"-'^' ^ dim(7r • nA,)(zi(7roo)-^' + • • • + ^.(Troo)-^') 

X7r(a) = l 

{ZliTTof +--- + Zr{7Tof). 



Quand = 0, la cohomologie du bord Cht'^^^ ^ ^/a^ - Chf^^^P /a^ est r- 
negligeable car il est reunion de strates ChtJ^'^ - ^ /a^ indexees par les partitions 

r = {r = ri-\ l-r"fc),A;>2, qui se devissent en termes de Cht''^ , • • • , Cht'''' . Pour 

A'' 7^ 0, un argument plus sophistique utilisant ce devissage montre aussi que les 

differences cntrc Cht^^-^/o,^, Cht^^-^ /a^ ct Cht^^-^/a^ sont r-negligeables. 

La formula dc comptage des points fixes du paragraphc 2.4 (avec h = Hjv) 
et le theoreme des points fixes de Grothendieck-Lefschetz _donnent les traces des 
elements Frob~^/ dcg(2:) g^gjgg^j^^ g^j. cohomologie des Cht^^ - ^ /a.^. La separation 
de la partie essentielle se fait en "testant" ces espaces de cohomologie contre des 
representations irreductibles r-negligeables arbitraires et en regardant les poles 
des fonctions L de paires obtenues. Cela utilise la corrcspondance de Langlands 
deja connue en rangs < r par hypothese de recurrence et les proprietes clas- 
siques des fonctions L de paires tant du cote automorphe que galoisien (en par- 
ticulier I'interpretation cohomologique de Grothendieck et le theoreme de purete de 
Deligne). 

Enfin, ChtJv/a^ et les Cht^^-^/a^ ont la meme cohomologie essentielle car 
la formule obtenue pour les traces des Prob"*^*^**^^^^ ne depend pas de p. 
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3.4. Action et traces des correspondances de Hecke 

Dans un second temps, on revicnt anx correspondances de Hecke h S 

On met d'abord une action naturelle de I'algebrc sur la cohomologie es- 

senticUc H^"" en prouvant que H = ^^-^(Cht^ /o^) = lim i?2'-2(Cht^^-^ /a^) 

p 

admet une filtration finie = Hq ^ . . . ^ Hi <^ . . . <^ Hk = H respectee par la dou- 
ble action de Gp^ et de T-Tj^ dont les gradues impairs H2i+i/H2i sont entierement 
r-negligeables et les gradues pairs H2i+2/H2i+i sont entierement essentiels. 

Pour terminer, il reste a montrer que pour h G H]y, a; et s = deg(cxD) s' = 
dcg(O) u' comme dans I'cnonce de la formule de comptage, on a 

TrH-(ftxFrobr/''"'*^^"^) = q^''-'^' ^ Tr, W(^i(7roo)-^' + • • • + ^r(7roo)-^') 

TT G {7r}r 
X7r(a) = 1 

{ziiTTof +--- + Zr{7ror'). 

Pour cela, on a besoin d'une formule de Grothendieck-Lefschetz qui relic les nombres 
de points fixes Leix{h x Frob", Cht^^-^ /a^) a Taction de h x Froh^ sur la coho- 
mologie de Cht^^-^" /a^ (et ce sera sufRsant car on n'a plus alors qu'a combiner 
une telle formule avec la formule de comptage et a identifier ce qui est "essentiel" 
des deux cotes par les arguments de fonctions L de paires). 

On prouve en fait que pour toute h G T-Cj^ fixee, il existe des correspondances 

cohomologiques c\{h)r_ agissant sur la cohomologie des strates Cht^^^-^ /a^ du bord 

Cht^^ - ^ /a^ — Cht^^ /a^ telles que pour tout x et tout s comme plus haut on 
ait (en notant Hl{-) =J2 {-1)" H^{T) ■ 

V 

Lef.(/^ X Frob^Cht^^^V""^) = "^^,(^^^'1,4^ >< Frob^'^/'^'^^^-)) 

r=(r=riH hrj^) '- 

Ai > 2 

La preuve de cette formule (qui justifie a posteriori le fait etrange qu'il y ait une 
formule de comptage des points fixes dans I'ouvert non stable Cht^^-^ /a^) repose 
sur la propriete geometrique suivante des correspondances de Hecke (qui parait done 
liee a I'existence meme de la formule des traces d'Arthur-Selberg) : 

Theoreme de "stabilite locale". - Dans 3L = Cht^^-^ /o^, les correspon- 
dances de Hecke h stahilisent I'ouvert Si^ = Cht^^-^/a^ "localement au voisinage 

de leurs points fixes". 

{p't -Pt) 

Cela signifie que si T « > X x X est le cycle qui supporte h, il existe un 

ouvert t/ C X X X contenant les points fixes de toutes les correspondances F x Frob", 
n e N, tel que 

p'r\3i0)nucp"-\Xi)nu. 
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4. Applications du theoreme 



La correspondance de Langlands entre representations f-adiques irreductibles 
du groupe de Galois Gp de F et representations automorphes cuspidales des groupes 
GLr sur F a des consequences immediates et importantes dans les deux sens. Voici 
les principales : 

4.1. Consequences sur les faisceaux .^-adiques 

On a d'abord des consequences tres fortes dans le cas des courbes : 

Theoreme. - Soient X' un ouvert de la courhe X et a un faisceau i-adique 
lisse sur X' , qui est irreductible de rang r et dont le determinant est un caractere 
d'ordre fini. Alors : 

(i) II existe un corps de nombres E c Q tel qu'en tout point ferme x e le 
polyndme Lx(cr, T)~^ = detCT(l — T ■ Prob~^) soit a coefficients dans E. 

(ii) En tout x G \X'\, les racines du polyndme detcr(l — T-Frob""*^) sont des nombres 
algebriques dont toutes les images complexes sont de module 1. Ce sont des unites 
X-adiques en toutes les places A non archimediennes et premieres a q de E. 

(iii) Pour toute place X de E au-dessus d'un nom,bre premier £' ne divisant pas q, 
il existe sur X' un faisceau £'-adique ax lisse et irreductible de rang r tel que 

detail - T ■ Prob"^) = det<,^(l - T ■ Prob"^) , \/x € \X'\ . 

On voit qu'en dimension 1 sur Fg, un faisceau ^-adique irreductible dont le 
determinant est d'ordre fini est "pur de poids 0" et "il ne depend pas du choix 
de £" . La premiere de ces deux proprietes s'etend automatiquement en dimension 

arbitraire : 

Corollaire. Soient X une variete normale de type fini sur ¥q et a un faisceau 
i-adique lisse sur X qui est irreductible et dont le determinant est d'ordre fini. 

Alors en tout point ferme x de X, les valeurs propres de Frobenius de a sont 
des nombres algebriques dont toutes les images complexes sont de modules 1. 

Et ce sont des unites X-adiques pour toute place X premiere a q. 

4.2. Consequences sur les representations automorphes 

Pour les representations automorphes cuspidales des groupes lineaires sur F = 
F{X), on a d'abord des consequences sur les valeurs propres de Hecke et les fonctions 
L de paires : 

Theoreme. - (i) (Conjecture de Ramanujan-Petersson) Pour toute w G {7r}r, 

les facteurs locaux tTx de tt en les x € \X\ sont temperes. 

En particulier, en les x oil tTx est non ramifie, ses valeurs propres de Hecke 
verifient 

ki(7rx)| = l, l<i<r. 
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(ii) (Hypothese de Riemann generalisee) Pour toute paire n G {Tr}^, tt' e {77}^', 
tous les zeros de la fonction L globale 

L{tt X 7r',T) 

sont sur le cercle 

\T\ = g-V2 . 

La partie (ii) du theoreme est la traduction en termes automorphes du theoreme 
de purete de Deligne. 

D'autre part, on a les cas particuliers suivants de la fonctorialite de Langlands 
(ou, pour toute extension finie F' de F, Apr designe son anneau des adeles et Xpr 
la courbe projective lisse associcc qui est un revetement fini dc X = Xp) : 

Theoreme. - (i) (Existence du produit tensoriel automorphe) Soient tt et 
tt' deux representations automorphes cuspidales de GLr{Ap) et GLr'{Ap). Alors il 
existe une partition rr' = ri + - • •+rfc et des representations autom,orphes cuspidales 
TT^, . . . , TT*^ de GLri {Ap), . . . , GLr^{Ap) qui, en tout x e \Xp\ ou tt et tt' sont non 
ramifiees, sont elles-memes non ramifiees et verifient 

{zj{n,) z^K) I 1 < i < r , 1 < j' < r'} = ]J . . . , ZrMl)} 

l<i<k 

(ii) (Changement de base) Soient F' une extension finie de F etn une representation 
automorphe cuspidale de GLr{Ap). Alors il existe une partition r = ri + ■ ■ ■ + rk 
et des representations automorphes cuspidales tt'^ , . . . , tt'*^ de GL^ (Apr), . . . , GLj.^. 
(Api), non ramifiees en tout point x' G I-^^f'! de degre ^^eg{x) o.'^-dessus d'un point 
X € \Xp\ ou TT est non ramifiee et qui verifient 

{z,{n,)^,...,Zr{7rS^}= U {z,{n'i),...,Zr,{n'i)}. 

l<i<k 

(iii) (Induction automorphe) Soient F' une extension de F de degre d et tt' une 
representation automorphe cuspidale de GLj.(Ai?/). Alors il existe une partition 
rd — ri + ■ ■ ■ + rk et des representations automorphes cuspidales tt^ , . . . , tt'^ de 
GLrj(Air), . . . , GLr^(Ai7), non ramifiees en tout point x G \Xp\ au-dessus duquel 
les points x' G \Xp' \ sont non ramifiees sur x et pour n' et qui verifient 

H L,(7r\T) = []W(7r',T). 

1 <i <k x'\x 
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